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Let p be a prime number, let K be a field with characteristic different from p con- 
taining the pth roots of unity, and let E/K be a Galois extension of degree p“, 
ds kJ - {O), with an abelian Galois group Gal(E/K) = G of exponent p. The aim of 
this article is to state explicit formulas by which one can construct any field N of 
degree p over E such that N/K is a Galois extension. 0 1987 Academic Press, Inc. 
Soient p un nombre premier, K un corps de caractkristique diffkrente de p con- 
tenant les racines p-ikmes de l’unitk, et E/K une extension galoisienne de de& p“, 
de N - {0}, de groupe de Galois Gal(E/K) = G abklien d’exposant p. Le but de cet 
article est d’ktahlir des formules explicites permettant de. construire tous les corps N 
de degrt: p sur E tels que l’extension N/K soit galoisienne. 0 1987 Academic Press, Inc. 
11 y a un si&le, en 1886, Dedekind effectuait les premiitres constructions 
de corps quaternioniens de degri: 8 sur (2; elles nous sont parvenues sous 
forme d’un article posthume [De]. Cinquante ans plus tard, Witt traita en 
g&n&al du problkme de la construction des p-extensions galoisiennes; sa 
thirorie lui permit d’ktablir des formules dtterminant tous les corps N 
quatcrnioniens de degri: 8 sur un corps de caracttristique igale ou dif- 
fkrente de 2 [W]. Tr&s Gcemment, Serre a demand& la gCntralisation de la 
construction de Witt des corps quaternioniens de degr& 8 [Se2, no 3.2, 
Remarque]. 
Les thtorkmes 3 et 4 qui suivent rtpondent dans notre cas li la question 
de Serre, g ceci p&s que nous ne pro&dons pas comme Witt: pour p = 2 
nos formes quadratiques sont sur [F, au lieu d’$tre sur K; cependant on 
obtient comme exemple le corps quaternionien “historique” de Dedekind 
que Witt rctrouve dans [W]. La mtthode, pour tout p, consiste A associer 
* Laboratoire associi: au C.N.R.S. No. 040226. 
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a chaque classe de cohomologie E E H2(G, IF,), F, = Z/p.& une famihe 
d’elements de K” n ExP qui “decompose numeriquement E” (sect. 2). 
decomposition numtrique des elements de H2(G, LF,) on dtduit un . 
de rtsolubilite des problemes de plongement de E/K A noyau d’o 
(theoreme 2), qui generalise certaines des conditions recentes de Fro 
dans [F3, sect. 71, ainsi que des resultats plus anciens [F2, Damey 
Payan; D-P]; ce critere est du type demand6 par Frohlich dans [IFI]: il 
s’exprime qu’en termes du corps de base K. Ces questions furent abordtes 
dans [Myl, My21 pour p impair et K corps local ou global; mais on 
n’avait pas obtenu toutes les formules determinant les corps N cherchts. 
On y parvient ici quel que soit p, de man&e purement algebrique, grace $ 
un rtsultat surprenant: pour un p don&, i4 n’existe essent~el~eme~~ que 
is types possibles de decompositions numtriques des cla 
(6, [Fp) (thtoreme 1); cela risulte pour p = 2 de la classification 
mes quadratiques non dtgenerees sur [F,. De la construction de la section 4, 
on deduit en particulier une traduction en termes de normes de la con- 
dition de Frbhhch de plongement d’une extension biquadratique dans une 
extension quaternionienne de degre 8 de [F3, sect. 71 arque); 
plus generalement pour le symbole usuel ( ., ) dans u de ha 
multiplication par p dans le groupe de Brauer de K), on donne une traduc- 
tion en termes de normes des tgahtes C;= r(ai, hi) = 0 iorsque ia famille des 
a, et O;, 1 6 i < IZ, est libre dans KX/KXP (theoreme 5). I1 en resulte une loi 
de reciprocite “normique” pour les systemes { aj, bil l G iSn (Corollaire 
du 5). 
1. LES FORMES Ee ET E” 
Soit G un p-groupe abelien. Dans [Fl, p. 3911, Frohhch introduit deux 
applications E* et E” associees a chaque classe de cohomologie 
E E H2(G, [Fp). Dans cette section preparatoire, nous Ctablissons les 
proprietts de ces applications pour certains grou es G; ce seront les outils 
de notre construction. 
Pour tout 2-cocycle z E Z2(G, F,), soit ‘Z le 2-cocyele dttini par ‘z(~, T) = 
z(z, CT) (0, T) E G2. La difference z - ‘Z ne depend que de la classe F = Z de z; 
posons 
&*=Z--z, E E H’(G, jFp). 
Soit T:,,(G) le k,-espace vectoriel des formes bilineaires alter&es sur 6. 
On a 
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Muni de la multiplication de Baer, l’ensemble des classes d’equivalence 
des extensions de groupes abeliennes de G par F, est un groupe isomorphe 
a Extk(G, IF,); il est Cgalement isomorphe au sous-espace de H*(G, F,), que 
nous notons Ext’(G, F,), dtfini par 
Ext’(G, “J = (z~ Z*(G, F,)/‘z =z}/B*(G, F,), 
B*(G, lFP) Ctant le groupe des 2-cobords. On a la suite exacte scindee [Y, 
Theorem 2.21. 
0 -+ Ext’(G, ff,) 4 H*(G, ‘J --f P’;,,(G) --f 0, 
(1.1) 
&HE*. 
Soit d le nombre minimal de generateurs de G (sa dimension sur F, lors- 
qu’il est d’exposant p). On a 
d(d+ 1) 
dimFp H*(G, Fp) =2 CJ, P. 1691, 
d(d- 1) 
dimFp ~fJG) =2, dimFP Ext’(G, FP) = d. 
(1.2) 
Quand p est different de 2, le sous-groupe de Z2(G, FP) des 2-cocycles z 
tels que ‘z = -z est tgal a Pi,,(G); d’oh la decomposition en somme directe 
H*(G E,)=Ext’(G, F,)@Y;,,(G) (1.3) 
avec T:,,(G) := L?:,,(G) + B*(G, [fp)/B2(G, F,).’ Par (1.1) on obticnt 
l’isomorphisme de F,-espaces vectoriels 
Ci,(G) 2 -?t,,(G), 
(1.4) 
&HE*. 
Notre objectif Ctant la construction de la section 4, et bien que plusieurs 
raisonnements soient vrais pour un p-groupe abelien quelconque, nous sup- 
posons dans toute la suite que G est un p-groupe abtlien d’exposant p; un 
tel exposant permet essentiellement d’avoir une formulation simple du 
lemme 1 qui suit. 
Quand p = 2, soit 3!(G) le F,-espace vectoriel des formes quadratiques de 
G (note multiplicativement), i.e., des applications Q: G + 5, telles que 
Q(~T) = Q(a) + G?(T) + Q,(Q> z), CJ,TEG 
’ Bien que Y$,(G)nB2(G, Fp) = {0}, nous n’identitions pas 9.&(G) g U:,,(G) car cela 
conduit g des confusions section 2. 
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oii * E .ZEJ,,(G). De la suite exacte 
0 + G” ci S(G) --+ 9$,(G) + 
C?++Q* 
oti G* designe le dual de G, on deduit que 
d(d+ 1) 
dimIF J?(G) = 2. (1.2a) 
Quel que soit le nombre premier p, posons 
od z est un 2-cocycle quelconque representant E. 
EEMME 1. (i) Si p =2, E* est une forme quad~~tiq~e: E* Ed, et 
/‘on a 
e*(m) = E*(c) + E*(Z) + E*(O, z), CT, 7: E 6;. 
(ii) Si p # 2, .s* est une forme linkaive: E* E G*. 
LGmonstration. (i) G Ctant ab’l’ e ren d’exposant 2, z E Z2(G, 5,) verifk 
les tgalites 
z(cJ, z) + z(m, 05) = z(z, az) + z(l7, c), z(z, z) + z(l, 0) = z(z, 0) + z(z, m) 
qu’il suftit de sommer membres a membres vu que z(y, 1) = ~(1, y) = ~(1, I), 
y E 6;. 
(ii) D’apres (1.3) a=y+ll oti qEExtl(G,Fp), AE~. 
Clairement i.* =O; il suffit done de prouver que q*(oz) =11*(o) +v*(z), 
cr, z E G. Soit ,/sun 2-cocycle representant y;fttant symttrique, on a 
f(0, z) +f(cfY, m) =f(dY, z) +f(T?+ lcf, CT), IZEN. 
Sommons membres a membres les Cgalitts obtenues pour pz variant de 0 a 
p - 1. A gauche on obtient directement C,“zd f(orzr, or). Pour sommer les 
membres de droite, on remplace au rang IZ = 0 ,f( 1, T) c S(z, a) 
f( 1, T) i-f (C.; z), puis on utilise 2p - 3 fois la relation 
SbY, Y’) +.m’, Y”) =fW, Y”) +S(W’, Yh (y, y’, y”) E G3. 
On trouve alors CF:d f(o’, g) + C;=d f(z', z), ce que l’on voulait. QED. 
Du point de vue des groupes, l’interpretation des formes E* et E* est la 
suivante. Soit 0 -+ F, --+I U -+K G + 0 une extension de 6 par FP. 
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(1.5) Si U est non ah&lien, on a z([FP)= [U, U]=Fr(U)cZ(U) oti 
[U, U], Fr(U) et Z(U) dbignent respectivement le groupe des commuta- 
teurs, le Frattini, et le centre de Ii. 
C’est clair d’apres Huppert [H, p. 272, Satz 3.141. 
Fixons-nous une fois pour toutes une racine primitive [, dans le groupe 
pp des racines p-iemes de I’unite. Le groupe ~(5~) s’identifiant a pp, on peut 
convenir que les extensions de G par [F, s’ecrivent 
0-[F,++UAG---,O ((U, 1, rr) en abregi). 
n H C; 
(1.6) 
Soient {IA, E U/n(u,) = y, y E G) une section de G dans U, z le 2-cocycle 
qu’elle d&it par u,, U, = [;(“~r)~,, , (0, z) E G*, et E la classe de z dans 
H2(G, Fp). Les commutateurs du groupe U et l’exposant de ses elements 
sont donnts respectivement par s.+ et E”; precisement 
UVU 
-Iv-1 = qJw.7w), 
(u, 0) E u2, (1.7) 
UP = p*‘“‘“” 
P ’ 
UE u. (1.8) 
Du lemme l(i) et de (1.2), (1.2a), (1.7), et (1.8), on deduit que si 
p = 2 on a l’isomorphisme de [F,-espaces vectoriels (comparer avec [Fy, 
Lemma 6.1]), 
H2( G, [Fp) r 2(G), 
&ME". 
Pour tout p, on a de plus l’isomorphisme de K,,-espaces vectoriels 
Ext’(G, [F,) z G*, 
&we*; 
(1.9) 
(1.10) 
il se dtduit en effet par restriction de (1.9) si p = 2, et si p # 2 du 
lemme l(ii), de (1.2) et de (1.8). Par ailleurs, on voit avec (1.4) que 
pour p impair une classe E E H2(G, ‘Fp) est nulle si et seulement si E* = 0 et 
&*=O. 
2. DECOMPOSITION NUM~RIQUE DE H2(G, FP) 
Dans toute la suite, K dtsigne un corps de caracteristique differente de p 
contenant le groupe ,LL,, des racines p-iemes de l’unite. On suppose que G est 
le groupe de Galois d’une extension galoisienne E/K. Dans cette section, on 
montre que les elements de N2(G, iF,) s’expriment au moyen des elements 
CONSTRUCTION DE p-EXTENSIONS GALOISIENNES 513 
de K qui sont des puissances p-iemes dans E, et ceci essentiellement de trois 
fagons differentes. Contrairement aux resultats tres gentraux en r 
(voir [So, Mr2] ), nous ne nous plaGons pas ici dans le groupe de 
de K; la construction du 4. nous oblige en effet a rester dans N*{G, 
2.1, D&ompositions numhiques 
Considerons le cup-produit u: H’(G, ffp) x H’(G, E,,) -j 
via la multiplication dans F,. Pour f, g E H’(G, F,), le ~~~-~rod~it fu g est 
la classe du 2-cocycle f. g ou 
(f.g)(o, 7) =f(a) g(z), 
Comme g u f = -f u g, il est clair que 
(5,z) E G2. (2.l.a) 
(2.1.2) Si p est dff&rent de 2, f u g est la classe du 2-cocycle if A g E 
L?:,,(G) oti f A g dbigne le produit extkrieur de f et de g. 
Soit d’autre part le G-homomorphisme 
ou lg est i’identification 
(2.13) 
i, ttant la racine primitive p-ieme de l’unite de reference (cf. (1.6)). Ee cu 
produit 
(@W, P,) = P,) x H2(G Z) 4 ff*(G, F,J, 
(i, 2) t--+ 5 .z= lg(LF), 
(2.1.4) 
(cf. [ l3, p. 1141) va permettre de decrire les classes de Ext ‘(G, Fp). 
Si a est un element du groupe de Kummer K” n EXP/KXP (ou de 
K” n EXP), soit (a)EE H’(G, FP) = G * la forme lineaire definie par 
24a’lPYa i/P = pM/) -p , y E G. Pour tous a, b E K” n EXP/KXP, gosons’ 
(4 blE = (alEu (blE, 
* Pour p #2, ces classes sont not&es respectivement eEIK(q b), qL,&a) &ins [MyI] 032 
1MY21. 
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od 6 designe le cobord H’(G, Q/Z) --f H2(G, Z). Clairement ((a)), + 
((!I))~= ((ab)),. Si rc est l’homomorphisme canonique de H2(G, Z) dans 
H2(G, [F,), on a par (2.1.4), 
Un reprtsentant de ((Q))~ est done le 2-cocycle 
(2.1.5) 
(2.1.5a) 
ou (ci)E est un relevement de (u)~ a Z. En prenant E = ((a)), dans les 
definitions du l., on Ctablit alors directement que 
(((a))bJ* = 0, (((a))E)* = (a)& (2.1.6) 
De la seconde tgalitt on deduit en particulier l’injectivitt, done la bijectivite 
(cf. ( 1.2)), de l’application If,-lidaire 
K” n EXP/KXP r Ext’(G, F,), 
a H ((Q))E. 
(2.1.7) 
En prenant E = (a, b)E dans les definitions du 1, il vient par (2.1.1) et 
(2.1.2), 
((a, b)J* = (a), A (b)E, ((a, b)E)* = {pbJE 1; (4; 2” (2.1.8) 
oh ((a),(b)&‘) = ((a),b))((b),(~)), Y E G. 
Remarque. Pour p = 2 on a ((a)),= (a, a),, UE K” n Ex2/Kx2 (resulte 
par (1.9) de ce que (((u))~)* = ((a, u)J* = (a)& mais cela n’est plus vrai 
dans le cas p # 2 od (a, u)~ = 0 quel que soit a par l’antisymetrie du cup- 
produit. 
PROPOSITION 1. Pour toute clusse E E H2(G, F,), il existe duns 
K” n EXP/KXP un klkment a,, unique si p # 2, et we fumille ui, bi, ui # bi, 
1 < i < n, tels que l’on uit 
E = ((uo))E + 5 (ai> bi)E. 
i= 1 
Une telle d&composition sera dite “d&composition numhique de E.” 
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Demonstration. I1 sufit d’appliquer les igaiitts (21.6) et (2.1.8). En e&t 
soit (ci>, GiGd une [F,-base de K” n ExP/KXP. Lorsque p = 2, le syste 
~(ci)E~l~iSdu (tc 1 Cc’) > , E I E rciiiGdest une base de L?(G) (cf. (IJaB), d 
le resultat par (1.9). Lorsque p # 2, on procede avec la d~cornp~s~t~~~ (1.3); 
les systemes {(c~)~),~~~~, ((c~)~ A (cj)E)lCi<,~d con huant respective- 
ment une base de G* et L!&(G), I’assertion rtsulte s isomorpb~smes 
(1.10) et (1.4). 
D’autre part, comme I’inflation commute au cup-pro uit, il est clair par 
definition que pour tous a, b E K” n EXP/KXP et M= K(a”p, b”lp) 
CM= K(o”~)] OII a 
Etant donnee E = ((aO))E + Cy= ,(a,, bl)E E ff2(G, F,), soient 
E’=K((a?fOsiCni {b!‘i?flsis.~, 6’ = ~a~(~/~). 
Par transitivite de l’inflation, on deduit de (2.1,9) et (2.1.10) que 
E = inf,.,, s’ Oti E’= ((ao))r + i (ai, bi)E... (2.1.11 j 
i=l 
De plus, .E’ est la seule classe de H2( G’, ffP) vtrifiant (21.1 B ) car inf,,,, est 
injective (en vertu, par exemple, de la suite exacte de ~ocbschi~d~~er~e). 
2.2. D&compositions numkriques rtduites 
0n va dtmontrer que pour un p don& toute classe s E 
ntcessairement une decomposition numtrique de I’un des trois types da? 
theoreme 1. 
On etudie pour cela les formes E* et e” dans le quotient de G par le 
noyau de E* restreinte au radical rad E, de E*. Soient G’ ce quotient et d’ sa 
dimension sur F,: 
G’ = G/Ker(E* I rad ,*I2 d’ = dimFp G’. 
Si 2r est le rang de E*, on a 
d’=2r+w, UE(O, 1) (2.2. I ) 
ori o = 1 si Ker(.s* Irad E ) est un hyperplan de ra 
clair qu’avoir d’ = 0 eqiivaut a E = 0. 
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THBOR~ME 1. On suppose que a? est non nul. 
(1) Quand a” = 2r + 1, il existe des &%nents aj, 0 < i < Y, bi si Y # 0, 
1~ i < Y, lin6airement indipendants duns K” n EXP/KXP tels que l’on ait 
E = ((ad)E + i (ai, bJE. 
i=l 
(2) Quand d’ = 2r, il existe v E (0, 1 > et des &fments a,, b,, 1 < i < Y, 
linkairement indkpendants duns K” n EXP/KXP tels que I’on ait 
E = v((a, bl))E+ i (a,, bi)E si p = 2, c=v((a,)),+ i (a,, bi),sip#2. 
i=l i= 1 
D6monstration. Soit E’ le corps tixe dans E du sous-groupe 
Ker(s* 1 rad ,,) de G. On a l’isomorphisme 
(.),: K” nlZXP/KXP2iG’*, 
CH (c)p. 
Nous dirons qu’une base { ci} 1 G iG d’ de K” n EXP/KXP est “duale” dune 
E,-base {Yi}lGisd de G’ si elle verifie (c~)~(Y~) = 6,, 1 d i, j< d’ (delta de 
Kronecker). 
Soient (E*)’ et (E*)’ les formes induites par passage au quotient dans G’ 
de E* et a*: 
(c*)‘(y) = E*(Y), 76 G’; (E*)‘(& Z) = E*(o, z), (a, Z) E G’*. 
Cas p = 2. 
La forme E* est quadratique (lemme l(i)), et de m6me (a*)’ EJ?(G’). On 
a Ker((a*) I radcE,js) = {Ol ce 9 ui signifie par definition que (c*)’ est non 
degtnerte [Di, p. 331. D’apres (1.9) il existe une unique classe 
E’ E H*(G’, F,) telle que (E’)* = (e*)‘. On verifie que par inflation 
inf,,,, E’ = E. Appliquons a G’ et E’* les resultats de la classification des for- 
mes quadratiques non degtnerees dun IF,-espace vectoriel [Di, pp. 34-351 
et Dye [Dy] en dimension paire). Ayant dimF2 G’ = d’ = 2r + CL), o E { 0, 1 > 
(cf. (2.2.1)), il existe une base (Yi}rGiGd’ de G’ et VE [F, tels que pour tout 
Y=nf=, j$‘l~G’, 
s’*(y)= C n,n,+i +v(l-w)(n,+n,,)+on,. 
i=l 
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On en deduit par (2.1.6) (2.1.8), (1.9), (2.1.9) (2.1.10), et la transitivite de 
l’inflation que 
&= i (Ci, C,+r)E+v(l -w)((crCZr))E+W((C~))E. 
i= 1 
I1 suffit alors de poser ai=c,_i+,, bi=~2rPr+l, 1di<r, et a,=~,. si 
w= 1. 
cm pf2. 
Cette fois &* E G* (lemme l(ii)). En vertu de la decomposition (4.3) 
E = q+ A ou 7 E Ext’(G, FP) et /? E T&(G). D’apres les isomorphismes (1.10) 
et (1.4), il existe y’E Ext’(G’, F,), I*‘E Y&(G’), telles que r’* = (E*)‘, 
ii = (E*)‘. On a par inflation inf,.,, ye’ = ye, inf,.,, I.’ = A 
(1) Supposons que d’ = 2r + 1. Comme dans [ , p. 217, Satz 9.61: 
soit 
une decomposition orthogonale de G’ en plans hyperboliques (YZrl , , *T2,))> 
1 d II < Y, pour la forme bilineaire alternte 1.; de radical la droite (*jd. >. 
Choisissons les elements 5)2nP r et T2,, tels que iU’,(*Jzi, _ r, *TZ,i) = 1, B d n < P. 
Soit (cijlGrCd la base de K” n E’ xp/Kxp duale de (pi}, S ,< d’. 
C;=liC*,,-l)E A (c~~)~. Par (2.1.8) (1.4), (2.1.9) et la transiti 
flation, on en deduit que IL = C;= r(cZn- r, c~,~)~. D’autre part comme 
0 # yd’ E rad Ai = rad(e,)’ = rad E.JKer(&* Irzdf,) 
I’CiCment yd n’appartient pas A Ker E*, et on peut le choisir tel que 
I* = 1. Le plan (y,, yd.) coupe l’hyperplan Ker E* selon une drone; 
pour tout i, 1 < i 6 2r, il existe done m, E F, tel que ?,$!I E Ker E* - (0). La 
{~jj~j$~>lG iG2ru (Yd’} est une base de 6’. es formes q’* = (E*)’ et 
coi’ncident sur cette base; elles sont done &gales. 
.l.lO) et la transitivite de l’inflation, on en dedcit que q = 
ce qui dtmontre le theoreme dans ce cas apres un changement de notation 
evident. 
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(2) Supposons que d’= 2r. En adaptant la demonstration du 1, on 
obtient que 
&=?/+A= ((Ii, a!!:G~))E+ i (C2n-1, C2n)E 
n=l 
oti l’existence des entiers mi E F,, 1 < id 2r, resulte de (2.1.7). Si rnznml = 
m 2n=0 posons a,=c,,-,, pn=czn; si mznP1#O ou m,,+O posons 
a, = cpv;l,‘“, j3, = C2n _ ‘ m11 c!j; oti les entiers Z,,- i et l,, sont choisis tels que 
12,,mzn- i - ZznPlrnzn = 1 modp, 1 <n <r. La famille (c1,, fl,}, GnGr est libre 
comme l’est la base {ci}rGidd’, et l’on a (a,, /?n)E=(~2n-1, c~~)~, 1 <n<r, 
puisque la bilintarite du cup-produit est alternte. Deux cas se presentent: 
ou bien E = CL= 1(~,, Pn)E ce qui correspond a la valeur v = 0 de l’enonce; 
ou bien, quitte a renumtroter, on peut trouver un entier S, 1 <s < Y, tel que 
E=((ul...%)L+ &+ (un,BJE+ i: (%,Pn)E. 
n=l n=s+l 
Si ~32, on ecrit 
E”((Ul ~~.%))E+(~l~~~%, P1b+ i (%> P,‘PJ,+ i (%z, PH)E. 
n=2 n=s+l 
Un changement de notation evident acheve alors la demonstration du 
theoreme 1. 
Remarque. 11 resulte en particulier de la demonstration prtctdente que 
E’ :=EKer(s*‘radE*)=K({ail’p}l_m~i~r, {b;‘P},,i,,). 
2.3. Les extensions de groupes correspondantes 
Etant don&e E E H2(G, FP), on cherche quel est le groupe U d’une exten- 
sion 
O-+F,++U~G-0 (cf. ( 1.6)) de classe E, 
nb[z. 
D’apres (1.7), le centre de U est l’extension induite du radical de E*, i.e., 
on a la suite exacte 
o- F,--L Z(U) ~lZ(U) +rads*---+O (2.3.1) 
d’oti 
lZ( U)l = pl’d-2: (2.3.la) 
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LEn/aME 2.. (i) Soient aEKX - KXP et E= K(a’@). Si E = ((a))s, U est 
cyciique d’ordre p’. 
(ii) Soient a, b deux kkments li&airement indgpendants de K"IKxP. 
Notons CT~ T Ees K-automorphismes de E = K(a’@, b”P) d&finis par 
Soit { ug E U/n(u,) = y, y E G) une section de G duns U. 
Si E = (a, b), et p = 2 [p # 21, U est Ie groupe dihdral D, d’ordre 8 dont le 
sous-groupe cyclique d’ordre 4 est engendrk par Ee produit u, u, [ U, nofP 
est le groupe d’ordre p3 d’exposant p non abilien 
Si p=2 [p#2] et ~=((ab)),+(a,b), [~=((a)),+(a, b),], U est Ie 
groupe quaternionien H, d’ordre 8 [ZJ, not6 Hpj, est le groupe d’ordre p3 
d’exposant p2 non abPlien dont le sous-groupe de type (p; p) esf engendrk par 
up=i etu’ CT -p 7. 
H~~:=(u,,ur~u~2=u~=1,uouiu~1zb~~*=u~)~. 
Dkmonstration. I1 suffit d’utiliser les kgalitk (2.1.4), (2.1.8), (1.71, et 
(1.8). 
Les extensions de groupes de classe une somme dans H”(G, !FP) sont don- 
n&es thkoriquement par la multiplication de Baer; mais %eur identification 
n’est pas kvidente. On pro&de ici avec un pro uit induit par celui de [ 
p. 49, Sat2 9.101. 
Soient G,, 6, deux p-groupes al&ens d’exposant p et 
deux extensions (nkessairement centrales d’aprks (1.5)). Maus dCfinissons 
leur “produit central” comme Ctant l’extension du produit direct GI x G2 
od 
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et en notant (U,,) les elements du quotient U, . U,, 
- - 
Ce produit munit l’ensemble des classes de nos extensions pour la relation 
d’equivalence usuelle, d’une structure de mono’ide commutatif d’element 
neutre 0 -+ F, -+ pp -+ 1 -+ 0. 
Revenons a E E H*(G, Fp) dtcomposee numeriquement comme dans le 
theoreme 1. Pour 
E’ :=~Ker(E*‘radi~‘=~({~!‘P}l--w~i~r, {bf’P}l,j,,) (cf. 2.2, Remarque) 
et G’ = Gal(E’/K), soit E’ l’unique classe de H*(G’, Fp) telle que inf,,,, E’ = E 
(cf. (2.1.11)). 
PROPOSITION 2. Les groupes Dp3 et HP, sont pour tout p ceux du 
lemme 2(ii). 
Si E’ = C;= l(ai, bi)Es[~’ = ((aO))E’ + CT= ,(a,, bi)E’], E’ est la clusse d’une 
extension produit central de r copies du groupe DPz [et d’un groupe cyclique 
C d’ordre p*] : 
Si p=2 [p#2] et &‘=((alb,)),+C;=,(aj,bi)~’ [&‘=((a~)),+ 
C;= ,(a,, bi)E’], E’ est la classe d’une extension produit central d’un groupe 
HP, et de r - 1 copies du groupe D,3: 
Remarque. En particulier, quand p = 2, on retrouve la classification des 
2-groupes extraspeciaux. En effet pour un groupe extension u’ de centre 
Z( U’) d’ordre 2, done Cgal a [u’, U’] = Fr( U’) par (1.5), on a d’ = 2r (cf. 
(2.2.1), (2.3.la)); et dans ce cas, les resultats enonces sont ceux de [H, 
p. 355, Sat2 13.81. 
Demonstration de la proposition 2. Soit G’ = G, x G, x . . . x G, une 
decomposition de G’ en produit direct de sous-groupes Gi, 1~ i < n. 11 
resulte directement des definitions que pour une famille d’extensions 
0-i 3,+‘i l-Ii+“’ Gj-t 0 de classe E,E E9*(G,, 3,) 1 did n, la classe de 
l’extension produit central 
II,‘.‘*” 
0~ 3,- ul... U,A G’- 0 
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est la somme C;= 1 infci,G, i E des inflations des F~. Considirons par exempk 
le cas, pour p = 2, d’une classe E’ = ((a,b,)), + CT= l(ai, bijEC. Prenons 
Gj = 6al(M,/K) oti M, = K(&, A), 1 6 id Y, et soient 
~l=~(~,~I))M,+(~l~ blIM[i &i= (a,, b;)M,t 2 <id Y. 
Des tgalitts (2.1.9) et (2.1.10) on dCduit que C;= 1 inf,,.,, Ed= E’. 
Iemme 2(ii), une extension de classe E’ est done un produit central 
Le raisonnement est le m&me pour les autres classes. 
Enfin, une extension (U’, I’, n’) de classe E’ Ctant ccmnue par la 
proposition 2, une extension (U, z, TC) de classe E = inf,.., E’ s’en dkduit par 
prod& direct par le groupe Ker(&* 1 rad E *); prtcistment, on a La suite exacte 
0--+1F,a U=Ker(F*l,,dc*)XU.~/j=Ker(c*I,,,,*)xC;’~C: 
oti ~(a) = (I, ii), y1 E F,, et n(y, u’) = (y, 7c’u’), (7, u’) E U. 
3. PROBL~MES DE PLONGEMENT 
On ktudie les problkmes de piongement de E/K d noyau d’ordre p, c’est- 
&-dire qu’ktant donnte E E H*(G, F,), on cherche s’il existe un corps N 
degrC p sur I$ galoisien sur K, tel que l’extension correspondante des grou- 
pes de Galois soit de classe E quand on identiiie Gal(N/E) B IF,. Eorsqu’elle 
existe, l’extension N/K est appelke “solution du problkme rtsoluble 
(E/K, cc).” 
Notons T(E/K) le sous-groupe multiplicatif de E” constitut: par les tit- 
ments x tels que pour tout y E G, il existe xy E E vkrifiant y(x)/x = x,“. En 
tant qu’extension galoisienne de K, les corps N solutions d’un ~r~b~~rne 
rtsoluble (E/K, E) s’krivent N = E(x”“) avec x E T(E/K). Via (2.1.3) faisons 
l’identification 
Gal( N/E) r F,, 
u H lg(u(x”Jyx’q. 
(3.1) 
La classe E est alors &gale B celle du 2-cocycle XE Z*(G, F,) 
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De la suite exacte de G-modules 
O-[F,-E”~E”P-+O, 
n-z;, 
on dtduit la suite exacte 0 -+ H’(G, ExP) +a1 H2(G, Fp) +mqx H2(G, E”). 
Considerons l’homomorphisme compost 
xEIK: T(E/K) A T(E/K)/ExP 
= (E”/E”p)G 3 H’(G, ExP) a, H*(G, Fp) 
oti s est la surjection canonique, et d, le cobord surjectif de la suite exacte 
0 --f ExP 4 E” -+ EX/ExP + 0. Le noyau de xEIK est 
Ker xEIK = K” EXP. (3.3) 
On a par ailleurs la suite exacte 0 + H*( G, E” ) -+i”f@EIK Br(K) + Br(E) oti 
Br(K), Br(E) sont les groupes de Brauer respectifs de K et E [Sel, p. 164, 
Corollaire]. Posons 
@ E/K= infEjKo (PEIK 
L’image de xEIK est Cgale au noyau des applications (P~,~ et QEIK (cf. 
CMy21) 
Im xEIK= Ker QEIK. (3.4) 
En revenant a la definition des cobords a, et a,, on verifie que 
(3.5) xEIK(x) est la classe du 2-cocycle X de (3.2): xEIK(x) =I, 
x E r( E/K). 
En particulier 
(3.6) Pour qu’une classe E E H2(G, Fp) soit dans Ker QEIK, il faut et il 
suffit que F = 0 ou que le probkme de plongement (E/K, E) soit rboluble. 
D’autre part si E’ est un sous-corps de E contenant K, la restriction de 
xEIK au sous-groupe T(E’/K) de T(E/K) est &gale au compose de xFIK par 
l’inflation du groupe de Galois de E’/K B G: 
~K~I-,E.,K, = infGal(E/K),G o XE’IK. (3.7) 
PROPOSITION 3. Quels que soient les kkments a, b E K” n EXPIKXP, on a 
@EIK(((a))E) = ta3 cp), @EIK((a, blE) = (a, b) 
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oti (. , ’ ) designe le symbole usuel h valeurs darts le noyau r,(K) de la rn~~t~- 
.&cation par p dans le groupe de Brauer de K ([%I, Chap. XIV, Sect. 21 
met w = (,). 
Demonstration. I1 suflit d’ktendre d p = 2 ia dtmonstration du thCo- 
r&e 2 de [My21 pour p impair. 
Pour une p-extension abirlienne E/K, Frahlich demande clans [Fl] me 
caractkrisation, en termes du corps de base AC, des classes 
2(Gal(E/K), [Fp) induisant un problkne de plongement rksoluble. Ee thtcs- 
r&me 2 r&pond A cette question pour un corps K contenant pp et un groupe 
Caal(E/lK) = G d’exposant p. 
THkoRhlE 2. Soient E une classe de H2(G, [FP) - (0) et ((aO))E+ 
C:‘= ,(a;, bi)E I’une quelconque de ses decompositions ~M,~~riques (proposi- 
tion 1). Le probleme de plongement (E/K, E) est resoluble si et seulement si 
C’est clair d’aprirs (3.6) et la proposition 3. 
De plus 
(3.8) Pour p # 2, le theoreme 2 est independant du choix de la racine 
primitive de reference CD (voir [Myl, Remarque du 1 
(3.9) On a E E Ker QEIK si et seulement si E’ E Ker E’,:K 012 d est la ciasse 
de (2.1.11). 
COROLLAIRE. Les notations sont celles du ternme 2. 
(i) Soit E= K(a’lP). L’extension E/K se plonge dans une extension 
cyclique de degrd p2 de K si et seulement si [, est une norme darts E/K (cJ: 
(ii) Soit E= K(aliP, b’lp). 
Pour que E/K se plonge dans une extension galoisienne de K de groupe de 
Gatois ie groupe D,, du lemme 2(ii), il faut et il s ue b soit une norme 
dans K(a’IP)/K (cf- [D-P, Theo&me I.1 11 si p = W, ThPorBme 141 si 
Pf2). 
Pour que E/K se plonge dans une extension galoisienne de K de groupe de 
G&is le groupe HP3 du lemme 2(ii), il faut et it s&fit: si p = 2, que 
(a, - 1) + (b, - 1) + (a, b) = 0 (cJ: FrGhlich [F3, Sect. 7, (7.7)]); si p f 2, 
481/109;2-16 
524 RICHARD MASSY 
qu’il existe deux t%?ments ~1, /I E K dont les racines p-Gmes engendrent E, 
E = K(c@, blip), et tels que [,/I soit une norme dans K(u’lp)/K. 
On donnera au theoreme 3.(B). (1”) une traduction en termes de normes 
de la condition de Friihlich (a, - 1) + (b, - 1) + (a, b) = 0. 
Ddmonstration. La necessite des conditions rtsulte du thtoreme 1, du 
lemme 2 et du theorbme 2; leur suflisance, du theoreme 2 et du lemme 2. 
Remarque. Dans le cas p = 2, si l’on suppose que K contient les racines 
quatriemes de l’unitt, on voit qu’en degre 8, le corps K(&, ,,/‘%) se plonge 
dans une extension quaternionienne de K si et seulement s’il se plonge dans 
une extension diedrale de K (cf. [R, p. 1.401). Ceci est la version correcte 
du point (i) du theoreme 15 de [M-N] infirme par Damey avec l’extension 
ec$, $4. 
EXEMPLE 1. Supposons que K soit complet pour une valuation discrete 
a a corps residue1 fini. La condition du theoreme 2 equivaut a 
(a,, 5p)v ii (4, bi), = 1 
i=l 
(3.10) 
od ( ., . ), dtsigne le symbole de Hilbert sur K a valeurs dans pp. D’autre 
part si inv, designe l’isomorphisme de Hasse identitiant Br(K) et Q/Z, l’ap- 
plication inv, 0 QEIK est une forme lineaire sur H2(G, ff,); lorsque QEIK est 
non nulle, Ker QEIK est done un hyperplan de H2(G, IF,) 
dimEp Ker QEIK = 2 - d(d+l) 1. 
(i) Soient p = 2, K = Q2, E = K(fi, $, $); E est corps de clas- 
ses sur Q, pour Q;‘. Les valeurs du symbole (., .)2 sur Q, sont donnees 
par [Sel, p. 2191: 
(2,2),=(2, -l),=l, (5,5),=(5, -l),=l, (-1, -1)2=(2,5)2= -1. 
Une ff,-base de Ker QE,02 est done 
{((2))E> ((5))E> (- L2),, (- L5)E, (( - l))E+ (2,5),) 
(ii) Un exemple similaire pour p = 3 est donne dans [Myl, sect. 41. 
EXEMPLE 2. Prenons pour K un corps de nombres. Son groupe de 
Brauer s’injecte dans la somme directe des groupes de Brauer de ses com- 
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tis [Sel, p. 1711. 11 en resulte que l’on a (a,, [,) + 
,(K) si et seulement si 
en tome pla6e v lime ou reelle de K (3.1%) 
i=l 
ou (., . ), designe le symbole de l’exemple 1 sur le complete K, de K en uLi. 
(i) Soitp=2. 
La condition (a, - 1) + (b, - 1) + (a, b) = 0 du corollaire au theoreme 2 
devient celle du thtoreme 3 de [F2]. 
Soient 4il=Q et E=Q({&,&},Gi,z) oh 
a,=14322/533=2.3.7.11.31/13.41, 
b,=9499=7.23.59, 
a2 = 32513193 = 13.41.61/3.31, 
b, = 346035/29 = 3 .5 .17 23.59129. 
Par les formules de [Sel, pp. 218-2191, on vtrifie que 
D’apres la proposition 2, 0 est la classe dune extension produit central 
d’un groupe quaternionien et dun groupe ditdral, d’ordres 8. Mais il est 
impossible de decomposer 8 en une somme de classes (jab)),+ (a, b)Ec 
Ker QElg et (a’, b’)EE Ker di,, car on peut montrer que 
Ker QEIQ = (0, 8). 
(ii) Un exemple similaire pour p = 3 est don& dans [My?, sect. 61. 
Une solution du probleme de plongement resoluble induit par chacune 
des classes de base des espaces Ker QEIK des exemples l(i) et 2(i) est 
construite dans la section qui suit. 
4. CONSTRUCTION DES CORPS DE DEGRBP SUR I?, 
GALOISIENS SUR K 
D’apres les points (3.1) a (3.6), construire tous les corps N de degre p SW 
E tels que l’extension N/K soit galoisienne equivaut a rtsou 
equations xEIK(x) = E ou E parcourt l’espace Ker Qp,,= Im xEIx; et quand 
x~,~(x) = E, l’extension E(x”P)/K est solution du problbme de plongement 
WK ~1. 
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Les outils de la construction sont principalement les formes (x~,~(x))* et 
(xEIK(4L. Si ~xy~ytG est l’une quelconque des familles d’kkments de E” 
tels que y(x)/x =x;, on a par la dtfinition des formes E* et E.+ (cf. 1) 
appliqute avec (3.5) 
N,x, := x,y(x,) . . yp- 1(x,) = $m(x))*(y), Y E G, (4.1) 
TAX,) -= 
x,ar) 
p&H,(~J) (a, z) E G2. (4.2) 
Dans cette section comme dans la suivante, les puissances fractionnaires 
dksignent des racines p-ikmes arbitraires mais fix&es. 
4.1. Constructions relatives aux d&compositions numkriques 6ltFmentaires 
Ce sont celles qui concernent les extensions de groupes du lemme 2 ou 
leurs inflations. 
THBOR~ME 3. Soient a, b deux Gments lirkairement indipendants dans 
K” n EXPIKXP. 
(A) Posons L = K(a’l”), et soit CT le K-automorphisme de L tel que 
o(aliP)/ailp = [,. 
(1) La classe ((a)),[(a, b)E] est dans Ker @5E,K si et seulement s’il 
existe y E L de norme NLIK y = Ip[NLIK y = b]. On a alors 
xEI.&) = ((a))ECxEIK(x) = (a, bIEl pour 
(2) Soit p ~2. La classe ((a))E+ (a, b)E (distincte de (a, ab),: voir 
2.1, Remarque) est dans Ker QEIK si et seulement s’il existe 
yeL de norme N,,,y=l,‘,b. On a alors ~~,~(x)=((a))~+ 
(a, bJE pour 
x=a’/Py. . . &(y”+‘)... gP-2(yP-‘). 
(B) Soient p=2, L= K(&, &) et o, z les K-automorphismes de L 
dkfinis par 
(1”) La classe ((ab)),+ (a, b)E est dans Ker QEIK si et seulement 
s’il existe deux Plkments y E L, z E L tels que 
Y4Y)= -1, zz(z)= -1, dz)/z = 4YYY. 
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(2”) Duns ces conditions, on a xEIK(x) = ((ab)), + (a, bjE pour 
x=&k= 
ozi k est un &ment de K(J)” dont les coordonnCes s’obtien- 
nent comme solution non nulle arbitraire du syst2me ~~~~a~re 
homoghe ci deux inconnues induit par 1’6!galit& 
Dkmonstration. Pour le (A) on renvoie a la demonstration du theo- 
reme 1 de [My I] qui s’adapte aisement a p = 2. Detaillons le cas 
nionien (IS). 
Notons Ed= ((ab))L + (a, b)L. Par (2.1.6) et (21.8) 
(Ed* = (alL + (bjL + (a)AblL, C&L)* = CalI. A (b)L. 
Si ((ah)),+ (a, b),EKer QEIK, on a s,EKer QLIK ‘aprls (3.9). sois 
x E T(&/K) veritiant xLIK(x) = Ed (cf. (3.4)); il existe x, L, x, E L tels que 
0(x)/x = x:, r(x)/x = xf (definition de T(L/ De (Ed)* = 1, 
(eL)*(z) = 1, (sL)*(g‘, z) = 1, on deduit par (4.1) et que x,0-(x,) = - 1, 
x,T(x,) = -1, x,a(x,) = -x,$x,); d’ou Ia ntcessit s conditions du (I”) 
en posant y=xo, 2=x,. 
Prouvons qu’elles sont sufisantes en etabhssant Be (2” 
abelien, N,(N, y) = N,(N, y) = 1. Par le Theoreme 90 de 
done un Clement non nul k E K(&)x tel que yz(y) = k/g(k). ConsidCrons 
X=J- ab kz. On a c~(x)/x = y p2, $x)/x = zp2; done x E T(E/K). En prenant 
x,=ypl, x,=z-1, il vient par (4.1) (xLIK(x))+(o)= 1, (xLIK(x))*(2)= I; et 
par (4.2) (x~~~(~)&-J~ 7) = 1 d ‘oh (~~,~(x))*(m) = 1. Ainsi (xLIK(x))* = E” 
ce qui Cquivaut a xLIK(x) = sL d’apres (1.9). Avec (2.1.11) et (3.7) on e 
deduit que xEIK(x) = ((ab)), + (a, bjE par inflation de Gal(L/K) a G. 
EXEMPLE 3. Soit E= K(A) oti a E K” - A?*. IE existe y E E de norme 
N,, y = -1 si et seulement si a est somme enx car& dam 
M: a = b2 + c2, b, c E K. L’tlement y = b + &/c etant de norme - 2, on a 
d’aprts le thtoreme 3(A)(l) et (3.3) xE,lK(a+- b 6) = ((a))E. Le corps 
E(,/q) = K(dq) est d one cyclique sur K (lemme 2(i)); c’est 
precisement celui de Witt [W, p. 2431. 
EXEMPLE 4. Constructions relatives aux decompositions ~~rn~~q~e§ 
ekmentaires de l’exemple l(i): K = Qzy E= K(fl, 8, fi). 
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Par le theoreme 3(A) on a directement 
XE,K(& + $1, = ((2))EY XE,K(J32 + $1, = ((5))E> 
XE,KU +J-l)=(-l> 2),? XEia(2+fi)=(-l>5)E. 
Remarque. On connait maintenant trois conditions equivalentes pour 
qu’un corps biquadratique K(&, fi) se plonge dans une extension qua- 
ternionienne de degre 8 de K: celle de Witt [W, p. 244, Satz], en termes de 
formes quadratiques sur K; celle de Frohlich [F3, (7.7)(ii)], (a, - 1) + 
(b, - 1) + (a, b) = 0 dans le groupe de Brauer de K, et celle du 
theoreme 3(B)(l”) pour E = L en termes de normes (cf. lemme 2(ii)). 
L’tquivalence directe des deux dernieres est demontree par le theoreme 2; 
pour celle des deux premieres, voir Damey et Martinet [D-M, Sect. VII]. 
EXEMPLE 5. Soient p = 2, K = (2, E = Q(,,b, 3). On a (6, - 1) + 
(2, 3) = 0 dans Br,(Q) (utiliser (3.12)), done ((6))E+ (2, 3)E~ Ker QE,o. Les 
elements 
satisfont les conditions du theoreme 3(B); d’oti 
xEin(,hl + $,(& + $1) = ((6))E+ (2,3)~. 
Le corps 
E(J$(l+$)($+$))=Q(J6+3$+2$+2$$) 
est done quaternionien sur (2. Cet exemple “...der historisch erste...” 
retrouvt par Witt dans [W, p. 2451, fut construit par Dedekind en 1886 
[De, p. 3791. 
On obtient de meme les corps quaternioniens de Martinet dans [Mrl]. 
4.2. Constructions relatives aux d&compositions 
numhiques non &%nentaires 
Contrairement a ce que peut laisser penser le theoreme 1, les construc- 
tions du 4.1 n’engendrent pas toutes les autres. Les calculs supplementaires 
sont facilites par le “principe de descente” suivant des solutions des equa- 
tions xEIK(x) = E. 
LEMME 3. Soient H un sous-groupe de G et EH son corps fixe duns E. 
Etant don&e E E Ker QEIK, supposons que E = xEIK(x) pour un x duns 
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EH n T(E/K). Alors pour tout Clement z de G n’a~~artena~t pas a H et 
vertyiant les conditions 
(i) E*(Z) = 0, 
(ii) &*(o,~)=0, o~H, 
it existe x’ E EH X <‘) n T(E/K) tel que x~,~(x’)=E (Hx (7) designant le 
produit direct de H par le sowgroupe qu’engendre z). 
Demonstration. Soit (xv >, E c une famille d’kltments de E” t 
y(x)/x = x;. Comme x E EH, on peut prendre X, = 1 pour tout o E I-L 
et (4.2) on dttduit alors que x, E EH, puis de (i) et (4.1) que x, est de 
N E~,E~~X cr:xr = 1. D’aprCs le Thtorkme 90 de Hilbert, il. existe done un &- 
ment w E EH tel que z(x/wp) = x/wp; d’oti la conclusion par (3.3). 
Comme en (4.1) on adopte l’abrkviation 
N,x =xy(x)... y’(x)... yp-l(x), x~E, LEG. 
TH~OR~ME 4. (I) Soient n E N et o E {O, l> tels que n 3 2 -co. Etant 
don&e une extension E/K de degre au moms &gal a p2ntu, soit la classe de 
H2G Ep) 
$, (a,, bi)E si w=O 
&,= 
((aO))E+ i (ai, bi)E si co= 3 
i=l 
ou la famille (aj},~o~i~nu{bi}l~i~n est libre duns K”nEXP/K”*. 
Notons oi, 1 - w < i< n, les K-automorphismes de la sow-extension 
L :=K({af’P)iP wGiGn) dejinispar 
aj(afip)/a~‘p = [$, 1 -o<i, j<n, 
6, designant le delta de Kronecker. 
(1”) Pour que E, E Ker CD,,, il fad et il suffit qu’il existe n + w 
elements x,EL, 1 -o<idn, tels que 
N~o~O=~p si co= 1; N,,xi=bi, P 6idn; 
CJ~(X,)/X, = CT,(X~)/X~, 1 - co < i, j < n. 
(2O) Dans ces conditions, une solution de I’equation xEIK(x) = E, esd 
I’element de L 
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ozi pour tout iE {n - l,..., 1 -co}, ki est un element de 
K((a~‘r}l~w<~<i)x dont 1 es coordonnees s’obtiennent comme 
solution non nulle arbitraire du systeme lineaire homogene a, au 
plus, P i + o inconnues induit par l’egalite 
(II) Duns ce qui suit, n est 32, l’extension E/K est de degre au moins 
&gal a p2n, et les elements ai, bi, 1 6 i < n, consider& sont lintairement inde- 
pendants dans K” n EXP/KXP. 
(A) Soient p # 2 et la classe E = ((aI))E+ Cr= ,(a,, bi)EE H2(G, Fp). 
Notons oi, 1 6 i<n, les K-automorphismes de la sous-extension L := 
K({ai’P}l,i,,) de$nispar 
(1”) On a EEKer@,,, si et seulement s’il existe n tflements 
xiEL, 1 <i<n, tels que 
N,,xl = ipbl; N,!xi=bi, 26i6n; 
oi(xj)/xj = oj(xj)/xi, 1 < i, j d n. 
(2”) Dans ces conditions, une solution de l’equation xEIK(x) = E est 
l’element de L 
oti pour tout ig {n - l,..., 1 >, k, est un Clement de 
K( { ai’” > l<j<ilx dent 1 es coordonnees s’obtiennent comme 
solution non nulle arbitraire du systkme lindaire homogbne a, 
au plus, pi inconnues induit par l’egalite 
n-1 
n ki=N,Jxi)/bi, ig {n-l ,..., 11. 
j=f 
(B) Soient p=2 et la classe ~=((a,b,)),+C~=,(a,, bi)EE 
H2(G, F,). Posons a,=b,, L=K({&},,Gi,,). Notons oi, O$i<n, les 
K-automorphismes de L d$nis par 
Oi(&J/& = ( - 1 p, 0 d i, j d n. 
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( 1”) Pour que E E Ker QEIK, il faut et il suffit qu’il existe n + I 
Clt!ments xi E L, 0 6 i 6 n, tels que 
XOGO(XOB = -1, Xl’II(Xl) = -1, x,~,(x,j=b, si 2<i<n; 
Go(xlPlxl= -~l(xo)Ixo~ Oi(X,)/Xj = Gj(X,)/X, si 0 d i < IF, 2 <j 6 ?I. 
(2”) Dans ces conditions, une solution de I’&quation xEIK(.x) = E est 
1’Ument de L 
tout iE (n - I,..., O), k, est un Pl&ment de 
;;;{~;o,jJ dont I es coordonn.&es s’obtiennent comme 
solution non nulle arbitraire du systsme li&aire homog~ne d, 
au plus, 2 i+ ’ inconnues induit par l’&galitP 
LGmonstration. Les premikes dkmonstrations du cas p # 2 pour IZ < 2 
et des d&compositions numkiques non rtduites ont Ctk dondes am 
[Myl, thtorkme 2 et 31. 11 rtsulte ensuite de la section 2 que le raisonne- 
ment gknCra1 pour p # 2 est essentiellement le mCme e ceiui du cas p = 2. 
Aussi nous limitons-nous A la dkmonstration du (II)( qui, via la notation 
a0 := bi, induit celle du (I) pour o = 1 et p = 2. 
D’aprks (2.1.11), (3.9), et (3.7), il s&it d’ktablir le rtsultat quand E= 
~~L/z~O~iez> i&La). p ro on 1 g eons les gi E Gal(L/K) de I’tinonci: 
en des klkments de G en posant (bj)E(Gi) = 0, 0 < i < n, 2 d j d n; 
soient zi, 2 < i< n, les tlkments de G d&finis par (a,),(~,) = 0, 
(bj)E(~.i)=611, 2<j<n. La famille {~.i}O~i~nu ~~~~~~~~~ est c 
une F,-base de G. D’autre part de (2.1.6) et (2.1.8) on tire que 
E, = (ao)E A (a,),+ f (ai)E * (bi)E. 
i=2 
On se place dans le cas le plus gCntra1 o& n 3 3. Supposons que 
E E Ker Cp,,. Par application successive du lemme 3 aux couples (H, 7): 
((11, z,), ((z,), z3),..., (x r:i(zi), z,), on montre qu’il existe x6kX n 
T(E/K) teISzI; (ic,l(x) = E. On peut done prendre x,, = 1 pour tout 
i=2,..., n. . x,, OGiCn une famille d’tlkments de E” de carrks 
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xz,=oix/x. Si i=O, 1, 26j<n, on a s*(cri,rj)=O, d’ou x,~EL et x,,EL 
par (4.2). Si 2 d i, j< n, on a E*(o;, rj) = 6,, d’ou l’existence par la thtorie 
de Kummer d’tlements wi E L tels que x,; = wi A, 2 d i < n. Posons 
xi = x,, si i = 0, 1, xi = biwi si 2 < i < II. Les conditions de l’enonce se dedui- 
sent alors directement de l’expression des valeurs des formes E* et E.+ par 
(4.1) et (4.2). 
Inversement, montrons que ces conditions sont suffisantes en ttablissant 
le (2”). Le groupe G Ctant abelien, on a N,,(Ncje) = N,i(N,;e), 0 < i, j< n, 
eE E; et on deduit des conditions o;x~/x,~= tcrjxi/xi que 
Oi(Nqx/z)lNo,x/z = oh(No,X;)lN,Xi, 0 d i, j, h < n. 
Comme N,n-,(Ngnxn- 1 lb,- i) = 1, il existe par le Theoreme 90 de Hilbert 
un element k, _ i ~K(~J&~jw)X tel que on--lknpl/kn--l= 
N,,,x, _ ,/b, _ i . Supposons demontree l’existence de k, _ 2 ,..., k,, 1, et consi- 
derons l’eltment de K({&},,j,,~,)x 
avec la convention suivante pour homogeneiser l’ecriture: b, = b, = 1. 
Par hypothkse, o~+,,J~‘JI~+, k,)/n;:i+M ki= N,,,(xi+m)/bi+m, 1 d m G 
IZ - 1 -i. Done directement oi+ iei= e;; et puisque o,+,?(JJ’,+_~~,~ k,) = 
n;+=yq, kj, 2<m<n-l-i, on a en fait crimeei=ei, l<m<n-1-i. 
Ainsi e;EK({&}o,j,;). Comme N,ei= 1, il existe un element 
kiEK((&}o<j<i)X tel q ue ei = aiki/ki, ce qui donne bien (r,(ny:! k,)/ 
nrli kj = Npn(xi)/bi, 0 < i < n - 1. L’existence de l’tlement x = (ny=,’ ki) X, 
est done prouvee. 
On a x E T(E/K) avec pour choix possibles 
De ces elements on deduit alors par (4.2) que (X&X))* =E*, puis par 
(4.1) que (xEIK(x))* = E* d’ou xEIK(x) = E d’apres (1.9). Q.E.D. 
EXEMPLE 6. Dans l’exemple l(i): K= Q2, E= K(fi, 4, $), il 
reste a resoudre l’tquation 
XE,K(X) = (( - 1 lb+ (2, %. 
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Tome unite u de Q2 telle que ord,( 1 - U) > 3 &ant un carre dans Q2, on a 
n fi E Q,(G) c E. Les elements 
$(fi+fi) 
X0=(I+Ji)(2+fi)’ 
xl=.$+fi, k,=3-fi 
satisfont les conditions du theoreme 4(I) pour n = 1, o = 1; d’oti la solution 
x=(3-&l)($!+.J). 
D’apres l’exemple 4, on obtient finalement que tout corps N de degre 2 
sur E et galoisien sur K s’ecrit 
N=E[((& +&)y$(2+&y1 +fi)“3(2+Jz)nq 
x ((3 - fi)($+ fi))“‘p*l 
oti les entiers n, E F,, 1 < i 6 5, ne sont pas tous nuls. 
EXEMPLE 7. Constructions relatives a I’exemple 2. 
(i) K= Q, E= Q({&> &}ls,,2j &I 
a, = 143221533, b, = 9499, a2 = 32513193, 
Pour rtsoudre l’equation xEIg(x) = 8 = ((al bl))E + (a,, b,), + (a2, b,),, 
posons ckO = b, . Les elements suivants de L = Q(&, ,/&, &) 
x,=.JGiG+JEG/98+$Zi5 avec JEG=&.J&, 
x1=(j’949i,+,/?%l)(2+@%j%3)/168+31 J14322/533, 
x* = 19 JG-G(JG+ JEz)(21 +.J%GjT3)/35(51+ J32513/93), 
satisfont les conditions du theortme 4(II)(B)( I “). ans le (2”), on peut 
choisir 
k,=682$119~~, k,=98+..@@. 
Par (3.3) on a done xEIe(x) = B pour l’element de L 
x = J9499(98 + +G)(J9499 + $5-4) 
x (682+ 119 dm)((21 +$%i-$%/(Sl -I-$i?@%)). 
On a dit de plus que Ker @E,e = (0, 0). Tous les corps N de degrk 2 sur 
E tels que l’extension N/Q soit galoisienne et non scindee (i.e., de groupe 
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Gal(N/Q) non abelien elementaire) s’ecrivent done N= ,F(&) pour un 
Clement k E Q x. 
(ii) Une construction dans une situation similaire pour p = 3 figure 
dans l’exemple de [Myl, p. 3071. 
5. LO1 DE RlkIPROCITk NORMIQUE 
Etant donnts a, b E K”, on sait que (a, b) = 0 dans Br,(K) si et seulement 
si b est une norme dans l’extension K(a”r’)/K, ce qui tquivaut a ce que a 
soit une norme dans K(b”“)/K. La conjonction du theoreme 2 et des theo- 
remes 3 et 4 permet de generaliser ces equivalences en fournissant une tra- 
duction en termes de normes de toute somme nulle de valeurs (a, b) du 
symbole dans BrJK). Nous n’enonqons cette generalisation que pour une 
famille libre. 
TH~OR~ME 5. Soit {u,,bi} 1 G iG n un systeme d’elements de K” linduire- 
ment independants module KXP. Posons L= K({af’P}lGiSn) et notons oi, 
1 < i < n, les K-uutomorphismes de L d&is par oi(uffP)/a,@ = [~~~, 1< i, j < n. 
On a C:= ,(a,, bi) = 0 duns Br,(K) si et seulement s’il existe n elements 
xi E L tels que 
N,!xi=bi, 1 <i<n; oi(xj)/xj = oj(x,)/x,, 1 < i, j < n. 
Demonstration. En effet, avoir x1= ,(a,, bi) = 0 dans Br,(K) signifie par 
le theoreme 2 que pour toute extension E/K contenant les racines p-iemes 
des ai et bi, 1 d i< n, la classe C:= ,(a,, bi)e appartient a Ker DEIK; et cela 
tquivaut aux conditions &non&es d’apres le theoreme 4(1)( 1”) dans le cas 
co = 0. 
COROLLAIRE. Duns les conditions du theoreme 5, posons M= 
K( { b,“p} I G iG n) et notons zi, 1 d i d n, les K-uutomorphismes de A4 d&is par 
zi(bjlP)/bjlP = [iii, 1 < i, j< n. Alors il existe n elements xi EL tels que 
N,,xi=bi, 1 didn; oi(xj)/xj = CJ~(X~)/X;, 1 d i, j d n 
si et seulement s’il existe n elements yi E M tels que 
NTfyi=ui, 1 di<n; zi(Yj)/Yj = T,j(Yi)/Yi2 1 G i, j G n. 
C’est clair puisqu’avoir C’= ,(aj, bi) = 0 dans Br,(K) equivaut a avoir 
X7= ,(bi, a,) = 0. 
Remarque. 11 est facile de voir que la reciprocite normique tombe en 
defaut si l’on supprime une condition CT,(X,)/X~= cj(xi)/xi ou ~,(y,)/v,= 
~j(YJ/Yi. 
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